Fraktale




® ,,Chmury to nie kule, szczyty gorskie to nie stozki,
linie wybrzeza to nie kota, kora drzew nie jest
gtadka a btyskawice nie rozchodzg sie po liniach
prostych.” Jakie wiec figury opisujg Swiat? Byc’
moze sg nimi fraktale.

® Ogromne
Zainteresowanie teorig
fraktali, a przez to jej
dynamiczny rozwoj
przyczynit sie do
powstania Geometrii
Fraktalne;.




Co to jest fraktal?

Fraktal nie ma okreslonej definicji (tac. fractus —
ztamany, czgstkowy), to obiekt, ktorego fragment
w powiekszeniu wyglgda podobnie jak catosc.
Fraktale mozemy dowolnie powiekszac i nadal
widzimy te samg powtarzajaca sie strukture.



Jak powstaja fraktale?

® Fraktale geometryczne powstajg w wyniku dowolne;
liczby powtorzen okreslonej operacji matematyczne;j.

8 © Mozna je otrzymad

£ dzielac figure na
mniejsze czesci,
ktore sg podobne do
§ catoscilub

B © Wykorzystujac
komputer i rownanie
rekurencyjne




Kiedy tigura jest traktalem?

Ze wzgledu na olbrzymiag réznorodnosc przyktadow matematycy
obecnie unikajg podawania scistej definicji i proponujg okreslac
fraktal jako zbior, ktory posiada wszystkie ponizsze charakterystyki
albo przynajmniej ich wiekszosc¢:

@® jest samopodobny, jesli nie w sensie doktadnym, to przyblizonym
lub stochastycznym,

® ma nietrywialng strukture w kazdej skali (dlatego np. prosta nie
jest fraktalem, mimo ze kazdy jej kawatek jest podobny do catosci).
Struktura ta nie daje sie tatwo opisa¢ w jezyku tradycyjnej
geometrii euklidesowej

® jego wymiar Hausdorffa (nazywany tez wymiar fraktalny lub
wymiar samopodobienistwa) jest wiekszy niz jego wymiar
topologiczny



Co to wymiar topologiczny?

oD
® Wymiar — minimalna liczba  -camenson
niezaleznych parametrow
potrzebnych do opisania 1D

jakiegos zbioru. Zatem jestto N
liczba przypisana zbiorowi lub
przestrzeni w taki sposob, by
punkt miat w.=0, prosta w.=1, e
ptaszczyzna w.=2 itd.



Wymiar fraktalny:
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a- liczba mniejszych czesci, z ktorych k- skala podobienstwa do
zbudowany jest obiekt mniejszych czesci
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3 Zbior Cantora jest fraktalem
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® Wymiar fraktalny (d) > wymiar topologiczny (1)



Najpopularniejsze fraktale w
matematyce
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Krzywa ma oo dtugosc, ale pole ptatka jest skoriczone
| Wynosi....

P.=P+a,Py+a,P, +azP;+a,P,+--+a,P,

P,P,,P,, P, ..-polacoraz to mniejszych trojkatow

a,;, a,,a; -ilos¢trojkatow o danym polu

x=4 (krzywa dzieli sie na 4 mniejsze)

k(skala)=1/3

I= di. boku
najwiekszego trojkata
. rownobocznego (tego
P, = k*P a, — 3 biatego w $rodku)
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P.=P+a,P;+k*xayP; + (k*)*x*a3P; + (k*)3x3a,Py + ---+ (K*)" 1x" 1a,P,



P.=P+a,P;+ kzxﬂsz + (EE)EIEHEPE + (k3)3x3ﬂ4p4 T (kzjﬂ_lxﬂ_lﬂﬂpﬂ

Mozna zauwazyc¢ szereg geometryczny, ktérego wyrazy nalezg do
ciggu geometrycznego z pierwszym wyrazem a, P,, o ilorazie g.
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Trojkat i dywan Sierpinskiego

® Trojkat Sierpinskiego

® Dywan Sierpinskiego




Konstrukcja

® Trojkat Sierpinskiego

A L £

® Dywan Sierpinskiego
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dzie mozna
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otrzymac kolorujgc w trojkacie Pascala
obszary z liczbami nieparzystymi.

® Trojkat Sierpinskiego mozna tez



e trojkata

® (to zielone)

® Zachecam do
policzenia ©

® Co ciekawe P=0
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Trojkat Sierpinskiego

lle trojkatow widzisz?




® Kostka/Gabka Mengera

3D

® Piramida Sierpinskiego




Drzewa pitagorejskie

~raktal wzigt nazwe od twierdzenia pitagorasa,
poniewaz powstaje poprzez rysowanie dwoch
kwadratoéw opartych na odpowiednich bokach
trojkata prostokatnego




Powstawanie

Rysujemy dowolny kwadrat

Dorysowujemy do niego trojkat prostokatny, w ktérym
przeciwprostokatna jest gorng krawedzig tego kwadratu.

Na przyprostokatnych tréjkata budujemy kolejne kwadraty.
| tak dalej ...
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® Zmieniajgc dtugosc przyprostokatnych, czy
zamiast kwadratow rysowac prostokgty mozna
otrzymac najrozniejsze ,drzewa”













Krzywa Lévy’ego/Krzywa C

® ,Korona” drzewa
zbudowanego na
trojkatach
prostokatnych i
rownoramiennych




® Inng metodg tworzenia fraktali jest
wykorzystywanie ciggow liczbowych, dzieki
ktorym mozna otrzymac interesujgce fraktale.
Czesto sg bardzo kolorowe, cechuje je
nietrywialnosc struktury w kazdej skali, ponadto
struktura ta nie daje sie tatwo opisac przy
pomocy zwyktej geometrii.

® Generowane sg komputerowo za pomoca IFS



Zbior Mandelbrota

® Zbior Mandelbrota (zuk Mandelbrota) -
podzbior ptaszczyzny zespolonej, ktorego brzeg
jest jednym ze stawniejszych fraktali. Nazwa tego
obiektu zostata wprowadzona dla uhonorowania
jego odkrywcy, francuskiego matematyka Benoit

Mandelbrota.




Jak powstaje?

Dane jest rownianie rekurencyjne:

Liczba zespolona- liczba postaci a+bi, gdzie i=v-1. Liczb tych nie
da sie zaznaczyc¢ na osi liczbowej, wiec zaznacza sie je w
uktadzie wspotrzednych, gdzie osi x jest osig rzeczywistg (real),
a 0$ y urojong (imaginary). Liczba zespolona ma wspodtrzedne
(a, b), a jej modut to odlegtos¢ od srodka uktadu wspodtrzednych
(punktu (0, 0i) )



0 24P Ze wzgledu na nie do konca intuicyjny sposob, w jaki mnozg
In sie liczby zespolone, rownanie to zachowuje sie czasem w
sposob niebanalny. Przyktadowo przyjmujac p = 1+2i:

2o = 1+2i

z, = (1+2i)*(21+2i) + (1+2i) = (-3+4i) + (1+2i) = -2+6i

Z, = (-2+6i)*(-2+6i) + (1+2i) = (-32-24i) + (1+2i) = -31-22j

2,= (-31-22i)*(-31-22i) + (1+2i) = (-1166 + 1643i) + (1+2i) = -1165 + 1645i

Pytanie brzmi: jak bedzie zachowywac sie to rownanie dla
wybranej dowolnie wartosci p, jesli bedziemy obliczac
dowolnie ,dalekie” cztony rownania? Okazuje sie, ze w
pewnych przypadkach bedzie dgzyto do nieskonczonosci
(plus lub minus) — tak zachowuje sie na przyktad podana
wyzej liczba 14+2i — w innych zas pozostanie ograniczone.
Czesc rzeczywista i urojona sg przy tym zawsze zgodne: albo
nieograniczenie rosng/maleja, albo , 0siadaja” na jakiejs
niewielkiej wartosci. Zbior Mandelbrota (M) jest zbiorem
wszystkich liczb, dla ktorych opisane réwnanie  1im z. = oo
rekurencyjne nie prowadzi do nieskoficzonosci. n—co



Punkt p nalezy do zbioru Mandelbrota, gdy istnieje stata c
wieksza od zera taka, ze wyrazy ciggu zn sg oddalone nie

dalej niz o c od punktu O czyli |zn

peEM < dc>0

<c, zapisujemy:

Z.| <c

Mozna udowodnic, ze wystarczy przyjac od
poczatku, ze stata c rowna jest 2, czyli

Vnewl|z, | <2

Podsumowujac:

M={p:Ynew|z,| <2}



Jak powstaje zuczek?

® Na ptaszczyznie urojonej
zaznaczamy punkty p. Jesli
nalezg do zbioru Mandelbrota
rysujemy duze koétko, jezeli nie-
mate. Dla 195 liczb wyglada to
tak:

® Adla 250000 punktow tak
(punkt peM -czarny piksel,
p&M -biaty):
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Kolorki

® Uzyskany tg metoda zbior bedzie monochromatyczny, gdy go
pokolorujemy. Jesli chcemy uzyskac¢ bogatszg palete kolorow,
musimy ustali¢ reguty posrednie opierajgce sie na tempie
uciekania punktow z okregu o promieniu 2 wokot zera. Im
szybciej punkt ucieka tym bedzie np. ciemniejszy i na odwrot:
im dtuzej punkty z, dla duzych n pozostajg w granicach kota o
promieniu 2, tym jasniejszy jest punkt odpowiadajacy liczbie
zespolonej p. Teraz wystarczy uzyskang skale przettumaczyc
na gradient kolorow i gotowe.
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Ptonacy statek

@ fraktal opisany po raz pierwszy przez
Michaela Michelitscha i Otto E. Rosslera
w 1992,

® Od zbioru
Mandelbrota
rozni sie tym,
Ze ma we
wzorze modut

Zn+1 = (IRe(zy)| + illm(z,)D* +p



Zbior Juliii
Zbiory Julii sg fraktalami okreslonymi
przez zaleznosc rekurencyjng punktow

P ptaszczyzny zespolonej. ROwnanie
0= P startuje od dowolnego punktu z, (w
Zoj1 = an +C zbiorze Mandelbrota z,=0 )i statej c.

Julia zauwazyt, iz dla pewnych punktéw p cigg ten jest ograniczony -
nie dgzy do nieskoriczonosci, a dla innych nieograniczony.

Zbior Julii definiujemy jako zbidr liczb zespolonych p takich, ze
zdefiniowany powyzej cigg nie dgzy do nieskonczonosci.



the Douady's Rabbit Fractal, Zbiory Julii w zaleznosci od
parametru c

the Siegel Disk Fractal,
c =-0.390541 - 0.586788i

c=-0.123 + 0.745i

the Dendrite Fractal ,
wartos¢ parametruc =




C=-0,08+0,652i

c=-0,75+0,19i

c=-0,3 -0,666i







Smok H@ﬁhwaya ® Zdefiniowany

jako atraktor
nastepujgcego IFS
zapisanego w notacj
zespolonej:

(1+i)z
4 f2(2) =1-—

f1(z) =

(1—-1i)z

2






Fraktale generowane
komputerowo
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Fraktale dookota nas
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W przyrodzie

® Okazuje sie, ze wokot nas
znajduje sie mnostwo fraktali.
Dobrym przyktadem jest
kalafior. Kazda z jego rozyczek
wyglada jak miniaturowe
warzywo, ktore jest ztozone z

kolejnych mniejszych rozyczek.

® Drzewa.
Zauwazmy, ze
kolejne przyrosty
sg powtorzeniem
rozgatezien
tworzacych sie w
latach ubiegtych.






®©

®©

Bakterie tworzgce fraktalne
wzory na szalce Petriego

Badania wykazaty, ze

bakterie rozwijajg sie w
jednym kierunku, ale gdy
duza liczba rozrastajgcych
sie komorek napiera na
siebie, dochodzi do Yo
zaktécen. Komorki dzielgc = %
sie dalej, powielaja /3
schemat, co prowadzi do/ ©
powstawania
samopodobnych wzorow,
czyli fraktali.




® Btyskawice,
. ©® Gorskie granie,
' ® Uktad linii brzegowych, itd




Ciag Fibonacciego

® 1,1, 2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987,
1597, 2584, 41381, ...

Niektorzy traktuja Clas -
Fibonacciego jak frakta-, "
ktorym kazdy e\ement.je .
podobny do poprzedn\eg

fi ®

® Ox 1;618




Gdzie jeszcze znajdujemy fraktale?

Niektorzy starajg sie tez doszukiwac fraktalnych ksztattow w
ludzkim organizmie (aktywnos¢ mozgu lub naczynia w ptucach) i
wykorzystac to w medycynie, np. w badaniach rytmu bicia
serca. Tam, gdzie struktura uderzen serca miata postac dobrze
rozwinietej fraktalnosci - serce byto zwykle zdrowe. A w
przypadku choréb serca - struktura uderzen byta zredukowana

Mozliwe, ze nature fraktalng majg ruchy Browna

Wg niektorych teorii klimat miatby sie zachowywac podobnie
zarowno w wielkich tysigckilometrowych skalach, jak i na
poziomie lokalnym, wiec mozna by przewidzie¢ pogode (jest to
jeszcze w trakcie badan)

w ekonomii do analizy danych finansowych; notowania
gietdowe



Zastosowanla

W informatyce:

® Zastosowania w analizie tekstur, dekompozycja
obrazu na podstawie lokalnego wymiaru
fraktalnego, Kompresja fraktalna obrazu
(znajdowanie IFS dla zadanego prototypu)

® Grafika komputerowa - geometrie fraktalng
wykorzystano do generowania krajobrazow i roslin w
filmach i grach

® Obecnie prawie kazdy telefon komorkowy korzysta z
wbudowanej anteny fraktalnej.



® jako elementy
® muzyka — wykorzystuje sie fraktale do ozdobne na plakatach

komponowania nowych utworow, ktore
sg milsze dla ucha. Niektore dzieta
Bacha, Mozarta czy Beetovena tez maja
budowe fraktali.

i koszulkach

® bizuteria

® architektura—
niektore
konstrukcje
budowlane
tworzone przez
cztowieka majg
strukture
fraktalng;




. ® Fraktale majg jeszcze jedng intrygujaca
OdW'QCZ ny u rOk wtasciwosé — sg po prostu tadne. Podobaja
nam sie zarowno w postaci generowanych

przez komputer wzorkdw, jak i naturalnych

tworow czy zjawisk.

Dlaczego to, co
fraktalne, tak nam
sie podoba?
Zyjemy w ztozonym
Srodowisku,
obfitujgcym w
naturalne fraktale i
takie widoki sg dla
nas znajome.




Dziekuje za uwage ©

Ewa Bambynek




